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€ Résumeé du cours

l. Notion de limite

Limite finie en un point
On dit que f admet ¢ comme limite en a, et on note lim f(z) = ¢, si f(x) peut étre rendu aussi proche
T—a

de /£ qu'on veut des que x est suffisamment proche de a.

Limite infinie
e lim f(z) = 400 : f(X) dépasse tout réel M lorsque x est proche de a.
T—a

e lim f(z)={:f(x) serapproche de ¢ quand x devient tres grand.

T—+00

Unicité : si la limite existe, elle est unique.

Il. Limites de référence

A connaitre par coeur

e lim 2" = +o0(neN¥
T—>+00

e lim 2" = +o00 Sin pair; —oo si n impair

T—r—00

Limites trigonométriques fondamentales

sin(x)

e lim
z—0 €T
. 1—cos(z 1
o lim —M—= = —
z—0 .’1,’2 2
t
e lim an(z) =1

z—0 €T

=1

lll. Opérations sur les limites

Soient lim f = £ et limg = ¢ (£, ¢ finis ou infinis). Alors :

e Somme : lim(f + g) = £ + ¢ (sauf forme indéterminée "+o00 — ")
e Produit: lim(f - g) = ¢- ¢ (sauf "0 - c0")

e Quotient : lim(f/g) = ¢/¢ (sauf "0/0", "oco/c0" et £/ = 0)

Les 4 formes indéterminées (Fl)

+oo—00 0-00 o0/oo 0/0
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Polyn6mes en +oo
La limite d'un polyndme en +co est celle de son terme de plus haut degré.

Exemple : lim (z* —5z? +2) = lim 2® = 4oc0.

T—+00 T—+00

Fonctions rationnelles en +c

La limite d'une fraction rationnelle en +-co est celle du quotient des termes de plus haut degré.

.2t 41 .22 2
Exemple : lim = lim — ==,
z—4o0 3z —x Tt I 3

Racines : multiplier par la quantité conjuguée
(Vz + 1 — y/z). On multiplie haut et bas par vz + 1+ y/z :

_hmm_]im;—o
Ve+1+4/z Ve+1l+y/z

Exemple : lim
T—+00

Forme 0/0 : factoriser

2_4 _9 9
Exemple : lim = — (z—2)(z+2)
=2 ¢ — 2 T — 2

= lim(z +2) = 4.

V. Théoréemes de comparaison

Théoréme des gendarmes

Si, au voisinage de a, on a u(z) < f(z) < v(z) et limu = limv = ¢, alors lim f = /.
Comparaison a l'infini

e Si f(z) > u(z) et limu = +o0, alors lim f = +oo.

e Si f(z) <wv(z)etlimv = —oo0, alors lim f = —ooc.

Passage a la limite dans les inégalités

Si f(z) < g(x) au voisinage de a et lim f = ¢, limg = ¢, alors £ < /',

VI. Limite et composition

Composition des limites

Silim f(z) =bet lin%g(u) = ¢, alors lim g(f(z)) = ¢.
Tr—a U—>

T—a

Exemple : liT sin(1/z). Posons v = 1/z. Quand z — +o00, u — 0, et sin(u) — 0. Donc la limite vaut 0.
T—+00

VIl. Continuité en un point

Définition
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lim f(z) = f(a)

T—a

f est continue sur un intervalle | si elle est continue en tout point de I.

Continuité a droite / a gauche
e Continue adroiteena: lim f(z) = f(a)
z—at

e Continue a gauche ena: lim f(z) = f(a)

T—a-

f continue en a < continue a droite ET a gauche en a.

VIIl. Opérations et continuité

Stabilité

Si f et g sont continues en a, alors :

e f+g,A-f, f-gsontcontinues en a.

e f/g estcontinue en asig(a) # 0.

e go f est continue en a si g est continue en f(a).
Fonctions usuelles continues

Sont continues sur leur domaine : polyndmes, fractions rationnelles, /-, sin, cos, tan, |z|.

IX. Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)

Théoréme (TVI)

Soit f continue sur [a, b]. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un c € [a, b] tel que
fle) = k.

Corollaire (cas strictement monotone)

Si f est continue et strictement monotone sur [a, b], alors pour tout k entre f(a) et f(b), il existe un unique ¢
€ [a, b] tel que f(c) = k.

Application : existence d'une racine
Si f continue et f(a) - f(b) < 0, alors I'équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans ]a, b].

Exemple : f(z) = z® + z — 1 est continue sur R. f(0) = —1 < 0et f(1) =1 > 0 = Jc €]0,1[: f(c) = 0. De
plus f strictement croissante (somme de croissantes) = unicité.

X. Image d'un intervalle

Théoréme
L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Si f est continue sur [a, b] (segment fermé borné), alors f([a,b]) = [m, M] oUm = min f et M = max f : f
atteint ses bornes.

& atlasmaths.com


https://www.atlasmaths.com/
https://www.atlasmaths.com/
https://www.atlasmaths.com/
https://www.atlasmaths.com/
https://www.atlasmaths.com/

& Formules clés

1—cosz 1
—len0 ——— — =
x2 2

¢ Polynéme en +co : limite = terme dominant - Rationnelle : quotient des termes dominants

- - s 1 .
* Limites de référence : — — 0 en +oo - sin(z)
x

¢ 4Fl:+o00— 00,000, 00/00,0/0 (a lever par factorisation ou conjugué)
e Gendarmes:u < f <vetlmu=limv={¢=1limf =/

e Continuité en a: alcliI(ll f(z) = f(a)

e TVI: f continue sur [a,b], k entre f(a) et f(b) = Jc € [a,b], f(c) =k

e TVI strict monotone : unicité de ¢

Astuces & méthodes

@ Piéges classiques

X

Forme indéterminée 0/0 : ne jamais conclure "la limite n'existe pas". Il faut lever I'indétermination
2

(factoriser, conjuguer, croissance comparée). Ex : lim
T

X

TVI : les hypothéses sont indispensables : f doit étre continue sur [a,b] et k doit étre entre f(a) et f(b). Si

—1
| = lim(z + 1) = 2.

f n'est pas continue, le TVI ne s'applique pas !

X

Limites a gauche # limites a droite : pour une fraction avec un dénominateur qui s'annule, les limites a
gauche et a droite peuvent étre de signes opposés (+oo d'un codté, —co de I'autre).

@ Astuces de pros
Lever +oco — oo : factoriser par le terme dominant. Ex : lim (v/z2 + 1 — z) — multiplier par le conjugué

T—+00

(V&% + 1 + ) au numérateur et dénominateur.

Continuité et valeur en un point : si f est continue en a, calculer la limite revient a calculer f(a). Pour les
fonctions "composées gentilles" (polynémes, sin, cos, exp, In), c'est direct.

TVI pour prouver I'existence d'une solution : si f continue change de signe sur [a,b] (f(a) - f(b) < 0),
alors I'équation f(z) = 0 a au moins une solution dans ]a,b[. La dichotomie permet de |'approcher.
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