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€ Résumeé du cours

1. Hors programme officiel — Enrichissement : Ce chapitre n'est pas exigible au baccalauréat marocain
standard. Il est proposé comme approfondissement pour les éleves souhaitant aller plus loin.

l. Loi de composition interne

Définition
Une loi de composition interne (LCI) sur un ensemble E non vide est une application :
x: ExXE— E, (z,y) — zx*xy

On dit aussi que E est stable pour la loi .

Exemples

o +,—et xsurR, Q, Z, N.

+ n'est PAS une LCI sur Z (résultat hors de Z), mais I'est sur R*.
N, U sur P(E) (parties d'un ensemble E).

Composition o sur I'ensemble des applications f: E — E.

l. Propriétés d'une LCI

Associativité

* est associative sur Esi: Ve,y,z € E, (z xy) * 2z = x * (y * 2).

Commutativité

*x est commutative sur Esi: Ve, y € E,xxy =y * x.

Elément neutre
e € F estneutre pour xsi:Vx € E,xxe=exx = x.

Si un neutre existe, il est unique.

Symétrique (inverse)
Soit e le neutre. = € E est symétrisable s'il existe ' ¢ Etelquez x 2’ =2’ xz = e.

Si x est associative et admet un neutre, et si z est symétrisable, son symétrique est unique, noté z—!
(ou —z en notation additive).

lll. Groupes

Définition
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1. x est associative sur G.
2. x admet un élément neutre e € G.

3. Tout élément = € G est symétrisable.

Si de plus x est commutative, (G, ) est un groupe commutatif (ou abélien).

Exemples fondamentaux

o (Z,+),(Q,+), (R,+),(C,+) : groupes abéliens.

e (Q*, x), (R*, x),(C*, x) : groupes abéliens.

e (Z/nZ,+) : groupe abélien.

e (N,+) : N'EST PAS un groupe (pas de symétrique).

¢ Le groupe des rotations du plan de centre O : groupe abélien.

IV. Sous-groupes

Définition

Soit (G, x) un groupe et H C G non vide. H est un sous-groupe de G si:
1. e € H (le neutre est dans H)

2.Vz,y € H:zx*yc H (stabilité)

3.Vx € H:z~! € H (stabilité par symétrique)

On note H < G (ou H C G comme sous-groupe).

Caractérisation (un seul test)
H C G non vide est un sous-groupe de (G, ) ssi :
Ve,yc H:zxy 'c H
Exemples
* (Z,+) < (R, +) < (C,+).
e Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les nZ (n € N).
e U={zeC:|z| =1} estun sous-groupe de (C*, x).

e U, ={z: 2" = 1} est un sous-groupe fini de U.
V. Morphismes de groupes

Définition

Soient (G, *) et (G', T) deux groupes. Une application f : G — G’ est un morphisme de groupes si :
Va,y € G: f(z*y) = f(2)Tf(y)

e Isomorphisme : morphisme bijectif.

¢ Endomorphisme : morphisme de G dans lui-méme.

e Automorphisme : endomorphisme bijectif.
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Propriétés d'un morphisme f: G — G’

[ ] f(eG) = CG/

fl@™) = f(a)™

Noyau : Ker(f) = {z € G : f(z) = ew} est un sous-groupe de G.

Image : Im(f) = f(G) est un sous-groupe de G'.

f estinjective & Ker(f) = {eg}-
VI. Anneaux

Définition

Un ensemble A muni de deux lois + et x est un anneau (4, +, x) si:
1. (A4, +) est un groupe abélien (neutre : 04).

2. x est associative.

3. x est distributive par rapport a + :
Va,b,ce A:a(b+c) =ab+acet (b+ c)a = ba + ca.

Si x admet un neutre 14, ['anneau est unitaire. Si x est commutative, I'anneau est commutatif.

Exemples

e (Z,+,x),(Q,+, x), (R, +, x), (C,+, x) : anneaux commutatifs unitaires.
e (Z/nZ,+, x) : anneau commutatif unitaire.

¢ Anneau des polynédmes (R[X], +, x) : commutatif unitaire.

e Anneau des matrices (M, (R), +, x) : unitaire, non commutatif pour n > 2.

Anneau integre
Un anneau commutatif unitaire non nul est intégre si :

Va,be A:ab=0=a=00ub=0
Autrement dit : pas de diviseurs de zéro.

Exemples : Z, Q, R, C integres ; Z/6Z n'est pas intéegre car2-3 =6 = 0 (mod 6).

VII. Corps

Définition
Un corps est un anneau commutatif unitaire (K, +, x) dans lequel tout élément non nul est inversible

pour x :

Vee K\{0}:Jz 1eK,z-271=1

Exemples

e (Q,+, x),(R,+, x),(C,+, x) : corps.

)
e (Z,148 x)-nrest pas uncorps: (2-alest.pas.inversible). atlasmaths.com
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e (Z/pZ,+, x) est un corps < p est premier.

VIIl. L'anneau Z/nZ

Structure

Pourn > 2:

(Z/nZ,+) est un groupe abélien fini de cardinal n.

(Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif unitaire.

T € Z/nZ est inversible pour x < gcd(z,n) = 1.

(Z/nZ)* (éléments inversibles) a pour cardinal ¢(n) (indicatrice d'Euler).
Corps Z/pZ

Pour p premier, (Z/pZ,+, x) est un corps fini a p éléments. Tout élément non nul est inversible.

IX. Méthodologie

Pour montrer que (G, %) est un groupe

1. Vérifier que * est bien une LCI sur G (résultat dans G).
2. Veérifier I'associativité.

3. Trouver |'élément neutre e.

4. Montrer que tout z admet un symétrique z~! € G.

Pour montrer que H est un sous-groupe de G

1. H C G et H # () (généralement : e € H).
2. Montrer :Vz,y € H,z vy~ ' € H.
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@& Formules clés

e Groupe (G, %) : associativité + neutre + inverse

¢ Groupe abélien : groupe + commutativité

e Sous-groupe: H #0etVz,yc Hyxxy '€ H

e Morphisme: f(z xy) = f(z)T f(y)

e Noyau : Ker(f) = f~1({€'}) sous-groupe de G

e finjective < Ker(f) = {e}

e Anneau: (4, +) groupe abélien + (x) associative et distributive sur +
e Anneauintégre:ab=0=a=00ub=0

e Corps : anneau commutatif unitaire ou tout = # 0 est inversible

e 7/pZ corps < p premier

e T inversible dans Z/nZ < gcd(z,n) =1

Astuces & méthodes

@ Piéges classiques

X

Prouver qu'une loi est associative : I'associativité doit étre vérifieée pour TOUS triplets (z, y, z). Tester
sur un exemple ne prouve rien — il faut une preuve algébrique générale.

X

Elément neutre vs élément absorbant : I'élément neutre e vérifie e x z = z * e = & pour tout z.
L'élément absorbant a vérifie a x z = = * a = a (ex : 0 pour la multiplication). Ce sont des roles différents !

X

Morphisme : vérifier TOUTES les opérations : pour un morphisme d'anneaux, vérifier f(z + y) =
f(z)+ f(y) ET f(z-y) = f(z) - f(y) et £(1) = 1. Oublier une condition = erreur !

@ Astuces de pros

Critere de sous-groupe (méthode rapide) : H # () et Vz,y € H,z xy~' € H. Une seule condition a
vérifier (pas trois séparément). C'est la méthode la plus efficace pour les démonstrations.

7Z,/nZ est un corps < n est premier : si n est composé (n = ab avec $1

Ordre d'un élément : |'ordre de g dans un groupe fini G divise |G| (théoreme de Lagrange). Utile pour

prouver que ¢/¢l = e et réduire des puissances dans les groupes finis.
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