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Produit scalaire dans le plan
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€ Résumeé du cours

I. Définitions du produit scalaire

Soient % et ¥ deux vecteurs du plan. Le produit scalaire de % et ¥, noté % - 9, est le nombre réel défini,

selon le contexte, par I'une des expressions équivalentes :

o Définition geometrlque -9 = ||d]| - ||9|| - cos(d, D).

e Par projection : si i = AB etv = ﬁ et H le projeté orthogonal de C sur (AB), alors i - 4 = AB -
AH (produit des mesures algébriques).

* Parlesnormes: -7 = 5(|a +9|* — |[@]* — ||5]*) = (@] + [|9]* — [|la — 7]*).

* En repére orthonormé : si u(z,y) et v(z',v'), alors 4 - ¥ = zz' + yy/'.

Cas particuliers :

= ||al? (appele carré scalaire, noté u?).

—0oud=0:4-9=0.
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Il. Propriétés algébriques
Pour tous vecteurs i, ¥, w et tout réel k :

—

e Symétrie: i -7 =17

&

e Bilinéarité: (k-u)-v=k - (4-9);u-(+wW) =4 -0+1u-0.

¢ Identités remarquables :

U

o (U+v)?=u+2-4-9+ v
o (G—B)2 =@ —2-% 0+
o (i+7)-(i—7v)=u— v

lll. Orthogonalité

Deux vecteurs non nuls 4 et ¥ sont orthogonaux ssi 4 - v = 0.

Par convention, le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.

— = ,
Montrer que (AB) L (CD) : il suffit de montrer que AB - CD = 0 (en utilisant les coordonnées ou une

formule adaptée).

IV. Applications géométriques

Théoréme de la médiane : soit | le milieu de [BC]. Pour tout point A :
BC?
2
Théoréme d'Al-Kashi (loi des cosinus) : dans un triangle ABC, en notanta = BC, b= CA, c= AB :

a? = b2 + 2 — 2bc - cos(A)

AB? + AC?* =2- AI” +

Cas patticuiier (A = 90°) : théoréme de Pythagore a? = b% + ¢2.
paE t atlasmaths.com

Formule de l'aire : dans un triangle ABC,


https://www.atlasmaths.com/
https://www.atlasmaths.com/
https://www.atlasmaths.com/
https://www.atlasmaths.com/

S:%-b-c-sin(fl)

V. Equation cartésienne d'une droite par un vecteur normal
Dans un repere orthonormé, une droite (D) passant par A(zg, yo) et de vecteur normal 7i(a, b) a pour
équation :
a(z — z0) + b(y — yo) = 0
soit ax + by + ¢ = 0, avec ¢ = —(axo + byo).

VI. Distance d'un point a une droite

La distance du point My(z¢,yo) a la droite (D) : az + by + c =0 est :
_azo + byo + ¢

d(MUa D) \/m

VII. Equation cartésienne d'un cercle

Le cercle de centre (a, b) et de rayon R a pour équation :
(z—a)*+(y—b)’ =R
Equivalent : 22 + y2 — 2ax — 2by + (a2 + b — R?) = 0.

Reconnaitre une équation de cercle : écrire sous la forme z2 + % + az + By + v = 0, compléter les
carrés pour obtenir (z — a)? + (y — b)2 = R% On a un cercle ssi R? > 0.

Cercle de diameétre [AB] : I'ensemble des M tels que MZ FB> = 0 est le cercle de diametre [AB]
(théoreme du cercle vu sous un angle droit).

& Formules clés

i+ 9)?=u%+2u-9+ 92
e Al-Kashi: o’ = b 4 ¢ — 2bc - cos(A)

. Aire=%-b-c-sin(ﬁ)

[ ]
—~

- B(C?
o Medlane:ABer,al(ﬁ:2,4_r2+T
lazo + by + ¢|
e d(M,D) =20 T
(v,D) = I

e Cercle: (z—a)?+ (y—b)?=R?
e Diamétre [AB]: MA4 - MB =0
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Astuces & méthodes

@ Piéges classiques
X

u - v est un scalaire, pas un vecteur — Le produit scalaire donne un nombre, pas un vecteur. Ne pas
écrire 4 - ¥ avec une fleche.

X

Al-Kashi : bien identifier a, b, ¢ et I'angle opposé — a? = b* + ¢ — 2bc - cos(A). Le coté a est OPPOSE
al'angle A. Ne pas mettre le mauvais angle.

X

u-v=0<« 4 L vseulementsiu# 0etv#0 — Le vecteur nul est perpendiculaire a tout vecteur par
convention, mais ce cas doit étre exclu dans les démonstrations.

@ Astuces de pros
v . .
Calculer I'angle entre deux vecteurs : cos(angle) = W Calculer le produit scalaire par

coordonnées (zz' + yy'), puis diviser par les normes.

Al-Kashi se réduit a Pythagore quand I'angle est 90° : cos(90°) = 0 donc a? = b* + 2. Utiliser Al-Kashi
quand on n'a pas d'angle droit.
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